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第一章 测量不确定度及数据处理方法 

  测量是科学实验、工农业生产、贸易以及日常生活中不可缺少的一项工作。当完成测量

时，应当给出测量结果。一个完整的测量结果不仅要给出待测量的最佳估计值，而且还要给

出测量结果的不确定度。这是目前国际上约定的做法，也是我国计量技术规范所要求的。本

章在介绍测量与不确定度的相关概念及不确定度评定方法时，所依据参考文献为《测量不确

定度表示导则》（简称 GUM）1995 版。 

1.1 测量、误差及不确定度的基本概念 

1. 量与量值 

（1）被测量 

 作为测量对象的特定量。 

    测量前首先要对被测的特定量作明确说明，也就是对被测量进行定义。实际上，被测量

定义的详细程度是依据所要求的测量准确度而定的。 

（2）［量的］真值 

    与给定的特定量定义一致的量值。其中“量值”是指一个数乘以计量单位。 

 ① 尽管真值的定义总是不完善的，因而真值不是唯一的，只存在与定义一致的一组真

值，但是当被测量的定义引入的不确定性可以忽略时，认为真值是“实际惟一”的。在物理

实验中，我们通常认为真值是惟一的。 

 ② 真值是一个理想的概念，尽管它是客观地实际存在的，但通常是不可知的，只有在

少数特殊情况下，我们能知道被测量的真值，例如三角形的内角之和的理论真值是 180 。 

③ 真值具有近似可知性，也正因为如此，才使测量有意义。 

（3）［量的］约定真值 

    对于给定目的、具有适当不确定度的、赋予特定量的值。约定真值仅是真值的估计值，

有时是约定采用的，有时是由测量标准确定而赋予被测量的值，所以也称为指定值、标准值、

参考值等。 

2. 测量与测量结果 

（1）测量 

测量的定义：以确定量值为目的的一组操作。 

   ① 测量的目的就是要确定被测量的值，也就是要确定被测量的“真值”。由于实际的测

量都不可能是非常完善的，因而通过测量赋予被测量的值只能是真值的一个估计值，即测量

结果。 

    ② 测量是一个过程，任何测量过程都包含五个要素：被测对象、测量方法、测量设备、

测量环境、测量人员。 

 ③ 测量方法按不同分类方式有多种类型，这里只介绍两种常用的分类方式： 

   按测量值获得的方法不同，可分为直接测量和间接测量。 

   直接测量的数学模型为 XY = ，直接测量可以是单次测量，也可以是多次测量。 

   间接测量的数学模型为 ( )ZYXfQ ,,, = ，式中Q 为间接测量量，也称为输出量；
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ZYX ,,,  是各直接测量量，也称为输入量。 

按测量条件的不同分为等精度测量和不等精度测量。等精度测量指测量的五个要素即测

量对象、测量方法、测量设备、测量环境、测量人员均不发生改变的条件下多次重复测量；

等精度测量又称为重复性测量。它是一个理想的概念，实际上的等精度测量是指各要素在测

量过程中不发生显著变化。也正是由于这种不显著的微小变化导致各次测量值不尽相同。不

等精度测量是指五个测量要素中除被测对象不能改变外，其他四个因素的任何一个发生改变

所进行的测量。不等精度测量又称为复现性测量。 

（2）测量结果 

由测量所得到的赋予被测量的值。 

① 测量结果仅是被测量的估计值； 

② 对于直接多次测量,测量结果就是所测得的多个测量值的平均值.数学上可以证明,

算术平均值是真值的最佳估计值；对于单次直接测量，其测量结果也只能是仅有的这个测量

值；对于间接测量，测量结果是由各直接测量结果根据函数关系计算而得到的值。 

③ 由于测量结果仅仅是被测量真值的一个估计值，在表达测量结果时，必须给出它的

不确定度（不确定度概念后面会进行讨论）。 

④ 有些时候还应说明,所给测量结果是未修正的测量结果还是已修正的测量结果。 

3. 误差与修正值 

  （1）误差：测量结果与被测量的真值之差称为测量误差，简称为误差。用公式表示如下：  

误差=测量结果－真值。 

误差有两种表示形式： 绝对误差＝测量结果－真值 

           相对误差＝︱绝对误差︱/真值 

   ① 由于真值未知，所以也无法获得误差。因而，误差只是一个理想的概念，一般不用

测量误差描述测量结果。 

   ② 当用约定真值代替真值时，可得到误差的估计值而不是准确的误差。用公式表示为： 

误差估计值＝测量结果－约定真值 

它反映了测量结果偏离参考值的程度，误差估计值存在正、负之分。获得测量误差估计值的

目的是为了对测量结果进行修正。 

（２）系统误差：系统误差是在重复测量中保持不变或按可预见的方式变化的测量误差分

量。它是在重复性条件下，对同一被测量进行无穷多次测量所得测量值的平均值（期望值）

与被测量的真值之差。用公式表示为： 

                 系统误差 ＝期望值－真值 0x  

系统误差也是一个理想化的术语。只有当用约定真值代替真值，用期望值的估计值代替期望

值时，可得到系统误差的估计值。获得了系统误差的估计值就可以对测量结果进行修正。 

    此外，分析系统误差产生的原因并采取适当的措施可以减小或消除系统误差。 

（3）随机误差：在重复性测量中按不可预见的方式变化的测量误差的分量。它是测量结

果与在重复性条件下对同一被测量进行无穷多次测量所得结果的平均值（即期望值）之差。

用公式表示为： 

随机误差 ＝测量结果 x －期望值  

由于期望值是一个理想的概念，所以每一个测量结果的随机误差就无法确定，通常

随机误差 服从一种概率分布，并且期望值为零。所以可以通过增加观测次数来减小随机误
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差。 

随机误差具有以下几个性质。 

抵偿性：设多次测量出现的随机误差为
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单峰性：即绝对值小的误差比绝对值大的误差出现的次数多。 

有界性：误差的绝对值不会超过某一范围。 

max i
 

对称性：绝对值相等而符号相反的误差出现的概率相同。 

由此得出结论：随机误差服从截尾正态分布，如图1.1.1所示。 

随机误差产生的原因为多种因素的共同作用，这些因素包括前面提到的方法、人员、环

境 、仪器以及被测对象等等，其中每一因素对测量结果的影响可能并不大，但众多因素的

总和则将产生明显的影响，随机误差除服从统计规律外，无其他确定的规律。因此，随机误

差不能修正。 

值得提出的是，对于超出规定条件下预期的误差，通常称作粗大误差，它是由于实验者

粗心大意或操作不当造成的一种人为误差，含有粗大误差的测量值称为坏值或异常值。粗大

误差实质上是一种差错，它不属于测量误差，应在数据处理时予以剔除。 

 

图 1.1.1  正态截尾图 

测量误差，系统误差 ，随机误差 三者都是理想的概念，不可能通过测量得到它们

的准确值，三者的关系可以表示为  += ，用图 1.1.2 表示如下： 

   

图 1.1.2 系统误差与随机误差的关系图 

（4）修正值 
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修正值等于负的系统误差的估计值。 

将修正值与测量结果相加，是为了在很大程度上减小系统误差。由于修正值只是负的系

统误差的估计值，而不完全等于负的系统误差，因而经过修正后的测量结果仍含有一个比较

小的未知的系统误差。 

（5）对测量结果质量的定性描述：准确度与精密度。 

  ［测量］准确度定义为：测量结果与被测量的真值之间的一致程度。有时也称为精确度。

测量准确度只是对测量误差（包括系统误差与随机误差）的一个定性描述。准度度只有高低

之分，没有具体的数值大小之分。 

［测量］精密度定义为：在规定条件下，对同一个被测对象重复测量所得的测量结果间

的一致程度。测量精密度也只是一个定性的概念。 

这里要说明的是，人们在习惯中经常使用的“测量精度”一词有时指精确度（即准确度），

有时指精密度，比较含混，所以建议不再使用
［1］。 

4. 测量不确定度的概念 

（１）测量不确定度 

  表征测量结果的分散性，与测量结果相联系的参数。 

下面利用实验结果的一种表达形式来说明不确定度的含意。设物理量 Y 的测量结果表

达为 

( )UyY = ，  其中 ( )ykuU =  

上式中 y 为测量结果，U 为不确定度，是一个恒正的值，上式给出的是一个区间

 UyUy +− , ，这个结果表达的含意是，被测量Y 的真值以某一概率落入上述区间。因而

不确定度U 可以理解为“表征被测量的真值所处的量值范围的估计”，这正是国际通用计量

学基本术语１９８４版本中对不确定度的定义。由于这个定义着眼于不可知的量——真值，

因而现在不用了，但用于理解不确定度含意却相对容易些。而 GUM 对不确定度的新定义着

眼的是被测量Y 的测量值。由于各种因素的影响，Y 的测量值呈现一种概率分布，而测量

值的分散性是用随机变量Y 的概率分布的标准偏差 ( )yu 来表征的。 ( ) kUu y = ，其中 k 通常

取２～３之间的一个数。后面会说明U 和 ( )yu 是两种不同形式的不确定度。 

（２）标准不确定度 

以标准偏差表示的测量不确定度，其符号用u 来表示。对每个不确定度来源评定的标准

偏差，称为标准不确定度分量，用 iu 表示。 

标准不确定度的分量有两类评定方法：A 类评定和Ｂ类评定。 

A 类标准不确定度：对于一系列测量值，用统计分析的方法进行不确定度评定得到的标

准不确定度。用符号 Au 表示。A 类标准不确定度用实验标准偏差来定量表征。 

B 类标准不确定度：用非统计方法进行不确定度评定，得到的标准不确定度。用符号 Bu

表示。B 类标准不确定度用估计的标准偏差定量表征。 

（３）合成标准不确定度 
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由各标准不确定度分量合成得到的标准不确定度，用符号 cu 来表示。合成的方法称为

测量不确定度传播律（传递律），由国际文件统一规定。 

合成标准不确定度也可以用相对形式 qquc )( 来表示，称为相对不确定度，有时也用

符号 relu 或
ru 表示。 

（４）扩展不确定度 

扩展不确定度由合成标准不确定度的倍数得到，用符号U 表示。即 ckuU = ，其中 k 称

为包含因子（在数理统计中 k 称为置信因子），通常 k 的取值在 2～3 之间。 

扩展不确定度在使用时分为两种情况，即U 与 pU ，这里 ckuU = ， cpp ukU = 。

UyY = 说明Y 的真值以较高的概率落入区间  UyUy +− , ，具体的概率值并未说明，

pUyY = 说明Y 的真值以概率 p 落入区间  pp UyUy +− , ，此时 p 称为包含概率（在数

理统计中称为置信概率）。若 %95=p 时 pU 可写作 95U ，同样当 %99=p 时 pU 可写作 99U ，

这都是规定的表示形式。区间  pp UyUy +− , 称为统计包含区间， pU 就是该区间的半宽度。 

【阅读材料】对不确定度概念的几点说明 

测量不确定度是测量结果表达时必不可少的一个参数，由于以前长期将“确定的误差”

与“可能的误差”相混淆来描述测量结果，加之对不确定度概念的正确理解和使用还处于推

行阶段。这里有必要对测量不确定度概念再做几点必要的说明。 

 ① 在统计学中，标准偏差作为随机变量的一个数字特征，用来描述随机变量取值的分

散性。当测量结果为单次测量值时，随机变量就是直接测量的待测量 X ；当测量结果以多

次测量的平均值表示时，随机变量就是 
=

=
n

i

iX
n

X
1

1
；当待测量为间接测量量时，随机变量

就是 ( )ZYXfQ ,,= ，这三种情况下，分别用标准偏差的估计值 ( )xu ， ( )xu ， ( )qu 来描述

X ， X ，Q的取值的分散性。由此就可以理解，单次测量值也是有分散性的，也就是说，

以单次测量值作为测量结果时也是有不确定度的。 

② 测量不确定度的来源主要与测量的五个要素有关，每个测量因素或其不同的组合都

会影响测量不确定度，因而不确定度通常可能有多个分量。在评定这些分量时不区分其性质，

只关心评定的方法，因而也就不存在“随机不确定度”和“系统不确定度”这样的说法。 

③ 在使用不确定时分为两种情形。第一种情形是：不带形容词的测量不确定度用于一

般概念和定性描述；第二种情形是带形容词的测量不确定度，包括：标准不确定度、合成不

确定度和扩展不确定度，用于对测量结果的不确定度进行定量的描述。 

④测量误差与测量不确定度的主要区别:测量不确定度是经典的误差理论的产物，使用
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测量不确定度的目的是为了澄清一些模糊的概念以及便于实际使用，使用不确定度来描述测

量结果并不是停止使用误差的概念。测量误差与测量不确定度由于其概念不同，各有各的用

处，不能相互代替。误差与不确定度的主要区别有两点：第一，误差表示测量结果偏离真值

的程度，而不确定度表明了测量结果的分散性，测量结果不同，其误差一定不同，但对于不

确定度而言，不同的测量结果（例如测量列中的任何一个值）可以有相同的不确定度；第二，

误差是一个客观存在的值（尽管通常不知道它的大小），它不以人的认识程度而改变，测量

不确定度与人们对被测量的影响量及测量过程的认识有关。测量不确定度很小，并不代表误

差很小，有的时候实际误差可能很大，但由于人们的认识不足，掌握的相关信息不够，造成

了给出的不确定度可能很小。例如当存在还未发现的较大系统误差时。 

有的资料中将不确定度称为不确定性误差的变化程度
［5］，也有称做可能误差的量度

［4］，

而误差一般只用于表示确定性的误差，这种提法有助于理解误差与不确定度之间的区别。 

1.2 测量不确定度的评定与测量结果的报告 

评定测量不确定度的一般步骤是在明确测量的五个要素（即被测量的定义，测量方法，

测量仪器，测量条件及测量人员）的基础上建立数学模型，也就是给出被测量与各直接测量

量以及影响量之间的函数关系；分析不确定度来源；评定标准不确定度分量；计算合成标准

不确定度；确定扩展不确定度。在评定不确定度时不仅需要有一定的数理统计知识，还需要

对不确定度的来源有一定的分析能力，而且还需要掌握充分可靠的相关信息。这对于初学者

来说具有一定的困难，因而本书采用简单化处理的方法来评定测量不确定度，也就是认为各

不确定度分量独立，在 B 类评定中，仅限于考虑由仪器产生的不确定度分量。 

    1. 标准不确定度的 A 类评定 

用统计的方法对标准不确定度进行评定,称为 A 类评定。 

设 X 为待测量，在重复性条件下，进行n 次独立观测得到的测量列为
1x ，

2x ，…， nx ， 

（1）测量列的算术平均值为： 


=

=
n

i

ix
n

x
1

1
 

x 又称为样本平均值，它就是 X 在无穷多次测量时所得平均值（即期望值） 的最佳

估计值。因此 X 的测量结果就是 x 。 

（2）实验标准偏差 ( )xs ：也就是测量列的标准偏差（标准偏差也称为标准差），它是

随机样本标准偏差 ( )Xs 的一个取值，也是 X 所服从的统计分布的标准差 的估计值。 ( )xs

通常用贝塞尔公式计算（在测量次数很少时可用其它方法计算）： 

( )
( )

1

1

−

−

=

=

n

xx

xs

n

i

i

                    （ 1.2.1） 

如果用测量列中的任意一个值作为测量结果，其 A类标准不确定度分量就是 ( )xs 。 
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（3）平均值的实验标准偏差：由于测量结果是用测量列的平均值 x 表示的，而 X 作为

一个随机变量，它的标准差 n 的估计值为 ( ) nxs 。以 x 作为实验结果时，按 A 类方

法评定得到的标准不确定度分量为 

( ) ( ) ( ) nxsxsxuA ==  

 即                        ( )
( )

( )
=

−
−

=
n

i

iA xx
nn

xu
1

2

1

1
            （1.2.2） 

从上式可以看出 ( )xuA 与 n1 成正比，增加测量次数 n 可以减小不确定度 ( )xuA ，但当

20n 时， n1 的减小变得很缓慢，通常取n 为 6～20。 

2. 标准不确定度的 B类评定 

用非统计的方法对标准不确定度进行评定，称为 B类评定。B类标准不确定度评定的一

般做法是：先利用一切可以利用的信息和经验判断被测量 X 的值落入区间 ( )axax +− , 的

概率 p ，再假设被测量的概率分布,进而获得对应于置信水平 p 的置信因子 k ，则 B类标准

不确定度
Bu 由下式计算获得 

                         
k

a
uB =                              （1.2.3） 

式中a 为置信区间的半宽度； k 为置信因子。 

可以看出,评定 B类标准不确定度的关键是要获得置信区间的半宽度a 和置信因子 k 。 

下面就几种常见的情况说明 a 和 k 的确定。 

（１）在获得仪器的“最大允许误差”的情况下: 

最大允许误差是指对于给定的测量仪器，规程、规范等所允许的误差极限值，有时也称

为允许误差限。经检验合格的仪器设备在使用时，示值的误差不超过这一“误差限”。设仪

器的允许误差限为 仪 ，并认为误差的分布为均匀分布，此时 仪=a ， 3=k ，则 

               ( ) 3仪=xuB                         （1.2.4） 

利用电表的准确度等级信息来评定 B类不确定度分量也属于这一类型。例如某电表为２

级，其测量上限为 mx ，则最大引用误差（示值的最大相对误差）为 %2 ， %2= mx仪 ，

则有                   

     3%2= mB xu 。                    

（２）在获知仪器分辩力为 x 的情况下: 

分辩力是指仪器能有效辨别的最小示值差。对于数字式仪器，其分辩力就是最末一位读
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数改变“１”时的读数差。此时取 2xa = ，并认为误差分布为均匀分布，则 

           ( ) x
x

B

a
xu 


29.0

323
===                     （1.2.5） 

（３）在获得扩展不确定度及包含因子 k 的情况下: 

这是一个由扩展不确定度求标准不确定度的情况。由于这个扩展不确定度是引用的，

所以对引用者而言就是 B类分量。此时 

( )
( )
k

xU
xuB =   或  ( )

p

p

B
k

U
xu =                 （1.2.6） 

     扩展不确定度及其包含因子可由仪器的检定证书或校准证书等信息来源得到. 

3. 计算合成标准不确定度 

合成标准不确定度 cu 是由各标准不确定度分量合成得到的，不必区分是由 A 类还是 B

类方法评定得到，因而待测量 X 的测量结果的各标准不确定度可以统一用 ( )xui 表示，而不

一定非要明确表示成
Au 或

Bu 。 

这里分两种情况说明合成标准不确定度的计算： 

 （１）直接测量结果的合成标准不确定度的计算 

假设各不确定度分量互不相关， x 有m 个标准不确定度 ( )xui ， mi ,,2,1 = ，则 

            ( ) 
=

=
m

i

ic uxu
1

2
                          （1.2.7） 

 （２）间接测量结果的合成标准不确定度的计算 

设 ( )ZYXfQ ,,, = ，其中Q是间接测量量， ZYX ,,,  均为直接测量量，并设各直

接测量量互相不相关，被测量的测量结果为 ( )zyxfq ,,, = ，q的合成标准不确定度 ( )quc

由下式计算 

( ) ( ) ( ) ( )
222













++












+












= zu

z

f
yu

y

f
xu

x

f
qu cccc        （1.2.8） 

其中
z

f

y

f

x

f













,,, 称为灵敏系数。式（1.2.8）称为不确定度传播律或不确定度传递律。 

     相对合成不确定度 relu 由下式计算 

( ) ( ) ( )
222

lnlnln)(












++












+












== zu

z

f
yu

y

f
xu

x

f

q
qu

u ccc
c

rel      （1.2.9） 

以上两式是实验中经常要用到的两个公式，通常为便于计算，对于函数表达式
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( )ZYXfQ ,,, = 为和、差关系时，按（1.2.8）式计算合成标准不确定度。而对于函数表

达式为积、商、幂的形式时，可先按（1.2.9）式求出相对合成不确定度 relu ，再乘以 q 求

出合成标准不确定度。 

下表给出了常用函数的合成标准不确定度传递公式。 

表 1.2.1 常用函数的合成标准不确定度传递公式 

函数关系式 合成标准不确定度传递公式 

yxq =  )()()( 22 yuxuqu ccc +=  

y

x
qyxq == ,  

22
)()()(








+








=

y

yu

x

xu

q

qu ccc  

kxq =  )()( xkuqu cc =  

k xq =  
x

xu

k
qu c

rel

)(1
)( =  

kxq =  
x

xu
kqu c

rel

)(
)( =  

n

mk

z

yx
q


=  

2

2

2

2

2

2 )()()(
)( 








+








+








=

z

zu
n

y

yu
m

x

xu
kqu ccc

rel
 

xq sin=  )()( xucosxqu cc =  

xq ln=  
x

xu
qu c

c

)(
)( =  

4. 确定扩展不确定度 

确定扩展不确定度就是确定公式 ckuU = 中的包含因子 k 或 cpp ukU = 中的 pk 。对于

ckuU = ，国际上约定采用 2=k ，美国及西欧一些国家规定未注明 k 值时是指 2=k ，我国

规定采用扩展不确定度时，必须注明 k 值。  

取 2=k 的理由是：当待测量Q的分布接近正态分布时,包含区间  cc uquq 2,2 +− 具有

的置信水平约为 %95 ，包含区间  cc uquq 3,3 +− 具有的置信水平约为 99％。在工程应用

中，人们不需要将 k 值计算的十分准确，而且一般取 %95 左右的置信水平也就足够了，所

以在Q的分布不清楚时，取 2=k 意味着区间 cc uquq 2,2 +− 具有比较高的置信水平。 

如果对置信水平提出明确要求时，则采用 cpp ukU = ，此时需要了解待测量的分布情况，

还要计算合成标准不确定度的有效自由度。 

5. 测量结果及其不确定度的报告  

完整的测量结果报告应当包括两项内容：测量结果及其不确定度。其中测量结果就是待

测量的最佳估计值，包括数值和单位。这里要说明的是，日常生活中由于对测量的要求不是

很严格，通常只给出了测量结果，虽然没有给出测量结果的不确定度，但其不确定度也是可

以评定的。 
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测量结果的不确定度可以使用合成标准不确定度，也可以使用扩展不确定度或者是他们

的相对形式，但在使用场合上是有区别的。合成标准不确定度一般用于基本物理常量测定和

基础计量学研究，而一般的测量及应用性测量都是以扩展不确定度的形式报告。 

（１）合成标准不确定度的三种报告形式 

设某物的质量 sm 的测量结果为 100.02876g，其合成标准不确定度 ( )sc mu 为 0.32mg，

则报告形式有以下三种 

   ① “ 02876.100=sm g， 32.0=cu mg”； 

    ② “ )32(02876.100=sm g”，其中括号中的数是合成标准不确定度 cu 的数值， cu 与

测量结果的最后位对齐； 

    ③ “ )00032.0(02876.100=sm g”，括号中的数是 cu 的值，以所说明的测量结果的单

位表示。 

    这里要特别说明的是，一般不提倡采用“ )00032.002876.100( =sm g”形式，因为

这种形式已被传统地用于表示高置信水平的区间。 

（２）扩展不确定的两种报告形式 

扩展不确定度分U 和 pU 两种形式。这里只说明当 ckuU = 情况下的两种报告形式，仍

以前述测量为例。 

    ① “ 02876.100=sm g， 64.0=U mg， 2=k ”； 

② “ )00064.002876.100( =sm g， 2=k ”。 

6．测量不确定度评定举例 

（1）测量目的 

  测量圆柱体的体积V 。 

（2）测量方法 

  用千分尺测量圆柱体的直径D，用分度值为 0.02mm的游标卡尺测量圆柱体的长度L，

则 

LDV 2

4


=  

（３）测量数据及测量结果 

表 1.2.2 圆柱体直径与长度测量数据 

次数 1 2 3 4 5 6 平均值 

D/mm 18.008 18.012 18.018 18.020 18.006 18.022 18.01433 

L/mm 50.02 50.04 50.12 50.00 50.08 50.18 50.0733 

测量结果 ( ) 404.12762
4

2
== LDV


mm

3
。 

（4）测量不确定度主要来源分析 

① 圆柱体直径测量的重复性 

② 圆柱体长度测量的重复性 
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③ 千分尺不准 

④ 游标卡尺不准 

  （5）标准不确定度分量的评定 

① 用 A类方法评定由圆柱体直径测量重复性引入的标准不确定度 

测量圆柱体直径所得测量列的实验标准偏差 ( )Ds  

( )
( )

( ) 006623.0
16

1 6

1

2
=−

−
= 

=i

i DDDs  mm 

圆柱体直径平均值的实验标准偏差 ( )Ds  

( ) ( )
0027.0

6
==

Ds
Ds  mm 

由圆柱体直径测量重复性引入的标准不确定度 ( )Du1  

( ) ( ) 0027.01 == DsDu  mm 

② 用 A类方法评定由圆柱体长度测量重复性引入的标准不确定度 

( ) ( ) ( )
0276.0

6

0677.0

6
1 ====

Ls
LsLu  mm 

③ 用 B类方法评定由千分尺的不准引入的标准不确定度 

   由千分尺的说明书可知，其最大允许误差为 004.0  mm，设误差服从均匀分布，则圆柱

体直径的置信区间半宽度 004.01 =a  mm，置信因子 3=k ，得 

( ) 00231.0
3

1
2 ==

a
Du  mm 

④ 用 B类方法评定由游标卡尺的不准引入的标准不确定度 

   由游标卡尺的说明书可知，其最大允许误差为 02.0  mm，设误差服从均匀分布，则圆

柱体长度的置信区间半宽度 02.0
2
=a  mm，置信因子 3=k ，得 

( ) 0115.0
3

2
2 ==

a
Lu  mm 

（6）计算灵敏系数 

( ) 92.1416
4

2
==




=

DL

D

V
Dc


 mm

2
 

( ) 88.254
4

2 ==



= D

L

V
Lc


 mm

2
 

（7）计算合成标准不确定度 ( )Vuc  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) 133.92

2

2

1

22

2

2

1

2 =+++= LuLuLcDuDuDcVuc  mm
3
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（8）确定扩展不确定度U  

( ) 27.182 == VuU c  mm
3
 ，包含因子 2=k  

（9）最终测量结果表达 

( )1912762 =V  mm
3
，包含因子 2=k  

1.3 有效数字 

1.有效数字的概念 

任何测量结果都只能是真值的一个近似值，都具有不确定度。如果测量结果的某一位具

有了不确定性（通常称此位为存疑位），那么，此位以后的数字便失去意义。因此，测量结

果一般只写到存疑位。我们把测量结果中可靠的几位数字加上存疑的一位数字统称为测量结

果的有效数字，有效数字的个数称为有效数字的位数，其规定用示意图表示如下: 

存疑位第一位非零数字

位



   n

ZCBA ...

 

由此可以看出，有效数字粗略地反映了测量不确定度，而不确定度则是对有效数字中最

后一位数字不确定程度的定量描述。 

2. 直接测量读数的有效数字 

     用两种“分度值”不同的测量长度的工具对同一对象进行长度测量，如图 1.3.1 所

示。 

  （1）用分度值为 1cm的尺子测，得到的长度为 2.4cm； 

  （2）用分度值为 1mm的尺子测，得到的长度为 2.36cm； 

                         

图 1.3.1 仪器精度与有效数字的关系 

由此可以看出,用具有不同分辨力的测量仪器对同一待测量进行测量,所得到的有效数

字的位数是不同的,但这些数字的最后一位(数字下带有“﹏”标记)都是通过估读产生的,

因而是存疑位.这说明直接测量读数的有效数字与测量仪器的分辨力有关。 

对于数字显示式仪表来说,其示值的最后一位为存疑位。 

3.测量不确定度的有效数字 
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GUM规定，无论是标准不确定度还是扩展不确定度，不应给出过多位数的有效数字，并

提出最多为两位有效数字，这是一个总的提法。通常可供参考的做法是，不确定度的第一位

有效数字是 1或 2时，给出两位有效数字，而 3以上时给出一位有效数字。 

把数据中多余的数字去除，称为修约。通常的修约规则为“四舍六入五凑偶”，其意思

是对于应保留数字的最后一位，若它后面的数小于等于 4，则舍去；大于等于 6，则向末位

进 1；等于 5，应使末位变成偶数。也就是说，当末位原来为偶数时，将其后的 5 舍去，末

位原来为奇数时，将后面的 5进上来。值得注意的是，这种修约是一次性的而不能逐次进行。

例 如 将 6.2347 修 约 到 小 数 点 后 第 二 位 ， 应 为 6.23 （ 错 误 的 做 法 是

6.2347 ⎯⎯⎯ →⎯第一次修改
6.235 ⎯⎯⎯ →⎯第二次修改

6.24）。 

对测量不确定度的修约,一般按通用规则“四舍六入五凑偶”进行。但有时为了保险起

见，也可将不确定度的末位后的数字全部进位而不舍去。例如，标准不确定度 27.10=cu mm

取两位有效数字，可取 11=cu mm。 

4.测量结果的有效数字 

    测量结果的末位应与其测量不确定度的末位对齐，可简称为“末位对齐”。这里要说明

的是，当不确定度保留两位有效数字时，测量结果的最后两位均为存疑位，这种情况无碍于

测量结果的使用
［4］

。 

5.计算过程的数字位数 

    在计算过程中，为了避免因过多舍入而影响最终计算结果的准确性，作为中间结果的有

效数字应参照测量结果有效数字的要求，一般多保留 1～2位。 

6.应注意的几个问题 

  （1）当直接读数的末位估读数“0”时，不应漏掉。例如有，用 mm尺读出的长度值为 2.40cm

时，不应写成 2.4cm，前者的估读数字为“0”，后者的估读数字为“4”，二者是完全不同的。 

  （2）对有效数字的单位进行换算时不应改变有效数字的位数。例如 0.83m可写成 83cm，

但不能写成 830mm，因为 0.83和 83均有两位有效数字，而 830有三位有效数字。有效数字

的位数不同，测量结果的准确度不同，因而不能随意增减有效数字的位数。为了避免因单位

换算而产生有效数字位数的改变，常采用科学计数法来表示。例如 

0.83m=
1103.8 − m=

2103.8  mm 

  （3）对于纯数学数，如 ， e ， 2 等，其有效数字可以认为是无限的，使用时可根据

需要进行修约。 

1.4 实验数据处理的常用方法 

    数据处理是物理实验的重要组成部分，数据处理贯穿于物理实验的全部过程之中，如实

验前根据对实验结果准确度要求选择实验方案，在实验进行时要考虑实验条件的满足情况，

实验结束后要得出实验结果，这里我们说的数据处理主要指根据所测得的实验数据进行分

析、研究得到实验结论。在物理实验中常用的数据处理方法有列表法、作图法、逐差法、最

小二乘法等。 
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    1．列表法 

在数据处理时采用列表法，可以对数据进行比较，有助于发现自变量和因变量之间的关

系，同时也便于检查和发现实验中存在的问题。列表法用于处理数据，还可将一些中间过程

的计算值和实验结果及其不确定度一起列入表中。在物理实验中，我们要求学生熟练掌握列

表的一般要求，能在实验数据记录和处理时，设计出比较合理的表格，表格设计的基本要求

如下： 

 （1）表格设计的目的、内容与形式应当统一起来。仅用于实验过程中记录数据的表格和

数据处理用的表格在内容上是有差异的，即使同为数据处理用的表格，其内容和形式也会有

所不同，有时还可以用几个表一起来反映数据处理过程和处理结果。 

 （2）表中的所有栏目必须注明名称和相应的单位。 

 （3）表格的结构应简单明了，有关项目应合理排列，并注意各内容之间的相互联系。 

  举例：用伏安法测电阻时，电压、电流的关系如表1.4.1所示。 

表 1.4.1电阻的伏安关系 

2．作图法 

作图法适用于没有完全掌握物理量之间的关系，通过作图可以大致发现自变量和因变量

之间的变化规律，或函数关系，有时也可以通过作图粗略求出函数关系中的一些参数，也就

是通常所说的图示法和图解法。 

   （1）作图的基本要求 

  1）作图必须标示图名和图注，必要时应将实验的有关条件，重要参数等附于图的上部

或下部； 

2）根据作图需要选择坐标纸，通常可供选择的有直角坐标纸、单对数坐标纸、双对数

坐标纸等。 

3）合理选择坐标起点和比例。坐标起点可以不从零开始，这主要是为了控制所作图的

位置应大致处于图纸的中间而不致偏向一边或一角；坐标轴的标值一般情况下应和测量值的

有效数字一致，而且可根据实际问题选择相同或不同的纵、横坐标值比例。 

  4）图中的标点和连线应规范，即标点的大小要一致，可以采用“.”、“+”、“×” 、“Δ”

等符号，在连成线时，如果连成的是曲线，则应光滑平顺，如果连成的是直线，则应在所测

实验点的平均位置画出直线。 

   （2）作图法的优缺点 

作图法的最大优点是形象直观，最大缺点是准确度差。作图不仅可以清楚反映出物理量

之间的关系和量值的分布情况，而且还可以通过作图消除部分随机误差，获得平均效果。在

有些情况下可以通过合理的内插或外推得到实际中无法获得的测量数据，至于作图法准确性

差可以根据问题的不同采用其它方法得到解决，如对线性函数求斜率和截距时可采用最小二

乘法解决。 

（3）作图法应用举例 

1）用作图法求直线的斜率、截距和经验公式。    

图1.41是用伏安法测电阻时的电压、电流关系图，从图中可以看出各点的电压U 和电流

I 成线性关系，在实验点的平均位置做出直线，直线上的A点和B点的坐标是从图中取得的，

而不是直接测量值。 

U/V 0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00 7.00 8.00 = 3965R  

I/mA 0.00 0.25 0.51 0.76 1.02 1.26 1.49 1.77 2.01 =13
R

s  
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图1.4.1 用作图法求电压电流的关系 

设这一直线的方程为：  bkUI +=  

则                          

BA

BA

UU

II
k

−

−
=  

电阻                          kR 1=  

截距b可从图中直接读出，也可以根据直线的点斜式求出截距 

                       
A

BA

BA

AAA U
UU

II
IkUIb

−

−
−=−=    

2）曲线的线性化 

    在实际中，经常会遇到一些函数不是线性关系，在下列情况下，可以对原函数关系进行

变量代换，适当选取横轴和纵轴，就可将它们转化为线性关系进行研究，见表 1.4.2 所示。 

表 1.4.2 

原函数关系 线性化形式 横轴 纵轴 斜率 截距l（m） 
baxy =  axby lnlnln +=  xln  yln  b  aln  

bxaey =  abxy lnln +=  x  yln  b  aln  

xbay =  
axby lnlnln += ）（

 
x  yln  bln  aln  

为常量）c

cyx

(

=
 

x
cy

1
=  

x

1
 y  c  0 

xay =2  / x  2y  a  0 

bxa

x
y

+
=  b

x
a

y
+=

11  

x

1
 

y

1  a  b  

    从上面可以看出，横轴与纵轴的选取需根据具体问题而定，进而选择相应的坐标纸。 

    3．逐差法 

    逐差法在物理实验中常用来求线性函数的参数,如 

baxy +=                             (1.4.1) 

式中 ba, 为参数。数学知识告诉我们只要有两个方程,即有两对( yx, )值就可以求解a 和b ，

这与用作图法的情况是完全相同的。作图法是在坐标纸上描两个点就可以作出一条直线，然
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后求斜率和截距，问题就得到解决了。但从实验测量的角度出发，每次测量都是有误差的(即

误差公理)，实验中可以通过多次测量来减小随机误差的影响，因而通常测得的( yx, )值要多

于两组。而且在实验中，我们常可以控制自变量 x 的值，使它的取值成等差数列。 

即              ,2,11 ==−+ ixxx ii …,( 12 −n )                     （1.4.2） 

x 与测量的序次无关，为常量。式(1.4.2)又可表达为 

,2,1==−+ ixkxx iki
…,( kn −2 )                 (1.4.3) 

取测量列中的两点( ii yx , ), ( kiki yx ++ , ), 并设此二点确定的直线的斜率为 ia ,则 

xkaxxayy iikiiiki =−=− ++ )(                      (1.4.4) 

2,1=


−
= + i

xk

yy
a iki

i …,( kn −2 )                 (1.4.5) 

对斜率取平均值则有： 

2,1=


−
= + i

xk

yy
a iki …,( kn −2 )                 (1.4.6) 

实验中一般测量 n2 组( ii yx , ),在上式中, 

取 1=k 时，有 

)(
12

1
)(

12

1
12

12

1

11 yy
n

yy
n

yy n

n

i

iiii −
−

=−
−

=− 
−

=

++
 

这称为逐项逐差，它仅用了测量列的首尾两项
ny2
和 1y  

取 2=k 时，有 

)]()[(
22

1
)(

22

1
11222

22

1

22 yyyy
n

yy
n

yy nn

n

i

iiii −+−
−

=−
−

=− −

−

=

++   

这称为隔项逐差，它只用了首尾四项。 

取 nk = 时， niyy
n

yy

n

i

iniini ,,2,1)(
1

1

=−=− 
=

++
 

这称为隔n 项逐差，它将 n2 组数据全部都用上了。此时 

                ni
xn

yy
a ini ,,2,1 =



−
= +                       （1.4.7） 

通过以上分析我们可以得出如下结论：对于 baxy += 的线性函数，如果自变量等间距

变化，可以将 n2 个数据分成两组，对因变量隔n 项逐差，求得平均值，进而可求得斜率。 

截距可由下式求出 

                        xaybb −==                        （1.4.8） 

  此外，逐差法也可以用来验证函数关系是否满足线性，其思想为：在 ii xxx −= +1 与 i

无关的情况下，观察 ii yy −+1 是否与 i 有关，若与 i 无关，则证明函数关系符合线性，这时

应注意的问题是，尽可能逐项逐差，当然也可采用作图法来观察。 

  举例：用逐差法求弹簧的倔强系数，见表1.4.3所示。 

表 1.4.3 

数

据

记

录 

次     数 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

砝码质量m/g 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 

弹簧上端位置 

l /cm 
1.54 2.02 2.50 2.94 3.44 3.94 4.40 4.90 5.37 5.85 

数

据

处

理 

每增2.5g时弹

簧的伸长量 

iii lll −= +5

cm 

16 ll −

=2.40 

27 ll −

=2.38 

38 ll −

=2.40 

49 ll −

=2.43 

510 ll −

=2.41 

倔强系数的平均值 

mNKK
i

i /019.1
5

1 5

1

== 
=

 

K 的实验标准差 

mN

KKs i

i
k

/005.0

)(
45

1 2
5

1

=

−


= 
=

 
  倔 强 系 数

lmgKi = /5

N/m 

1.0208 1.0394 1.0208 1.0082 1.0166 
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4．最小二乘法 

 （1）问题的提出： 

 设自变量为x,因变量为y,现测得如下数据 

),(,),,(),,( 2211 nn yxyxyx   

我们的目的是根据这一组数据分析变量x与y之间是否存在线性关系，若存在，则求出斜

率和截距的估计值，进而确定x与y的关系。这种用测量数据分析并找出变量间关系的方法称

为回归分析。这与作图法求解直线的斜率和截距是相似的，但不同的是，用作图法确定的直

线不是惟一的，用回归分析法可求得一条最佳的直线，也就是说，线性关系存在时，从上述

实验数据求出的斜率和截距应是唯一的。 

下面我们先假设线性关系存在，即 baxy += ，并认为 ix 的测量没有误差， iy 仅存在随

机误差，利用测量数据并根据最小二乘原理计算 a 与 b 的最佳估计值。 

 （2）用最小二乘法确定直线的斜率和截距： 

 

图1.4.2 最小二乘法原理图 

 根据最小二乘原理有 
2

1

2

11

2
)ˆˆ()ˆ( 

===

−−=−=
n

i

ii

n

i

ii

n

i

i bxayyy               （1.4.9） 

  上式中 iŷ 为对应于 ix 的最佳估计值，它也是所找到的最佳直线上对应于 ix 的纵坐标,

如图1.4.2， ba ˆˆ和 分别为函数关系式中a  和b 的最佳估计值。 
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式中          
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从式1.4.10可得 

）（ xxayy −+= ˆˆ                        （1.4.11） 

式（1.4.11）说明，由所有实验数据求得的最佳直线通过 ),( yx 点。 

   （3） ba ˆˆ和 的不确定度 

从数理统计知识可得 

iy 的实验标准偏差为 

            
2

)ˆˆ(

2

)ˆ(
1

2

1

2

−

−−

=
−

−

=


==

n

bxay

n

yy

s

n

i

ii

n

i

ii

                        （1.4.12） 

    â的实验标准偏差为 

)(
2

2
ˆ

xxn

s
sa

−

=                                  （1.4.13） 

b̂ 的实验标准偏差为 

ab
sxs ˆ

2
ˆ =                                    （1.4.14） 

作为实验标准差的
as ˆ
与

b
s ˆ
，其数值分别就是 â与 b̂ 的标准不确定度的数值。 

（4）相关系数 

上面是首先假设x与y存在线性关系，然后根据实验数据求得斜率和截距，但 x 与 y 是否

真的存在线性关系，还需要检验，如果不存在，那么算出的 ba ˆˆ和 是无意义的，这里我们给

出相关系数（ r ）的表达式并予以定性说明。 

定义相关系数               

））（（
2

2
2

2 yyxx

yxxy
r

−−

−
=                    （1.4.15） 

下面对 r 作几点说明： 

① r 取值的大小反映了x与y线性关系的程度 。 

②可以证明： 10  r   

  ③当 r ＞0时称为正相关， r ＜0时，称为负相关，当 r =0时，说明x, y不相关； 

④ r  =1称为完全相关，说明x与y成确定的线性关系。 

⑤ r 值越接近1，说明x与y线性关系的程度越大。    

例：用最小二乘法对表 1.4.1 数据进行处理 

设 IyU,x == ,利用计算器(机)处理可得： 
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 9999.0

1078.3ˆ

10251.0ˆ

6

3

=

=

=

−

−



Ab

a

 

则 31098.3
ˆ

1
=

a
，由于 0b ，所以

3980

U
I = ，即电阻 = 3980R 。 

由于相关系数 1r ,说明用线性函数拟合实验数据是合理的。 
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